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Logica dos Predicados

1. Conceito

A Logica Proposicional trata das relagoes entre proposicoes. Cabe a Logica dos Predicados dar
conta das relagoes no interior das proposicoes. A proposi¢ao é descrita como estrutura que atri-
bui ou predica propriedades a individuos.

A notacao lida com constantes individunais (a, b, c, d...) e varidves individuais (x,y, z...), que cons-
tituem os fermos individuais; constantes predicadas (A, B, C, D) e varidveis predicadas (as letras £ §
h; aletra grega @, eventualmente indiciada por 1 2 3...; ', X...), que constituem os Zeros

2

predicados.

1. termos individuais 1.1. variaveis individuais: x, y, z ...
1.2. constantes individuais: a, b, c ...

2. termos predicados | 2.1. variaveis predicadas: fgh. ;o Vv X..
3.1. constantes predicadas: A, B, C ...

A expressio ®(x) ou F(x) indica a possibilidade de predicar uma propriedade arbitraria a

um individuo arbitrario. A notagao entre parénteses é chamada de argumento. d(x) repre-
senta uma funcio, no sentido que o termo tem em matematica.

variavel individual onstante individual

D (x A (a) A = apaixona-se

a = Armando

variavel predicada constante predicada

Ha predicados de um argumento, correspondendo a verbos intransitivos (o argumento é o
sujeito da oragao); de dois argumentos, a verbos transitivos; de trés argumentos, a verbos



bitransitivos. Como a no¢ao de predicacio ndo ¢ idéntica a de predicados gramaticais,
pode-se admitir uma predicacao quadrupla, em sentencas como "Mario comprou para Ma-
ria um relégio por vinte reais" (argumentos: "Mario", "Maria", "um rel6gio", "por vinte re-
ais"). Uma proposicao como "Xang6 ergueu o machado" pode ser interpretada como pre-
dicacdo de dois argumentos, "Xangé" e "o machado", ou como predica¢io de um argu-

mento, "Xangd", em que a funcio O seria "erguer o machado".

2. Quantificadores

O quantificador universal V significa "tudo", "todo", "para todo" "

quer". Uma expressio como:

qualquer”, "para qual-

Vx| M(x) = E(x), em que M= macaco e
E= esperto,

pode ser lida das seguintes maneiras:

(a) para qualquer x, acontece que, se X ¢ macaco, entao é esperto
(b) seja um x qualquer, se ¢ macaco entao ¢ esperto

(c) se algo é macaco, entdo é esperto

(d) todo macaco ¢ esperto.

O "todo" ou "qualquer" refere-se ao universo de discurso que, no caso de uma expressio
matematica, pode ser o conjunto dos numeros; numa exposi¢ao socioldgica, o conjunto
dos seres humanos; e, numa sala de aula, o conjunto dos alunos.

Férmulas logicas que contém variaveis livres, isto é, ndo quantificadas, sio consideradas
proposicoes abertas, sobre as quais nao se pode formular valor de verdade. Admitamos que
F significa “esta em fluxo”: F(x) expressa uma relagao (a funcao “esta em fluxo”), mas nao
pode ser dita verdadeira ou falsa; “x esta em fluxo” nao ¢ verdadeiro nem falso.

No entanto, Vx| F(x) ja ndo ¢ uma proposi¢ao aberta, porque pode ser atribuida a ela
valor de verdade; x nao é mais uma variavel individual, porque esta quantificada por V. A
expressao significa o axioma de Heraclito, "tudo esta em estado de fluxo. O escopo da quan-
tificacdo ¢ a expressao que vem depois da barra vertical.

O quantificador existencial, 3, atesta a existéncia de alguma coisa. Corresponde aproxima-

»on n

damente a "algum", “pelo menos um”, "um", "o", "os". Por exemplo:
"alguns sdo conservadores" Ix| C(x)
"existe um unic6rnio” Ix| Ux)

"uma garota ¢ mais bonita do que Julia" x| G(x) A B(x, j)

A forma logica dessas sentencas é, respectivamente,

"ha pelo menos um x tal que é conservador”
"ha pelo menos um x tal que é unicérnio”
"ha pelo menos um x que € garota e ¢ mais bonita do que Julia".



Os quantificadores aparecem na ordem em que se enunciam. Assim:

Vx|dy| A(x,y) - "para qualquer x, existe pelo menos um y que x admira"

ou: "todos admiram alguém"
dy| Vx| A(x, y) - "existe pelo menos um y que, para qualquer x, x admira"

ou: "hd pelo menos um admirado por todos"
O sentido das duas proposi¢oes acima é diverso. Na primeira, diz-se que cada individuo x
tem um individuo y qualquer que admira; na segunda, que existe pelo menos um individuo
y que ¢ admirado por todos os x.

3. Sintaxe

As regras sintaticas seguintes especificam quais expressdes sao bem formadas na Logica
dos Predicados:

(a) Toda variavel proposicional é uma expressao bem formada.

(b) Se t; ¢ um termo individual (constante ou variavel) e P um termo predicado
de uma valéncia, entio P(t;) ¢ uma expressao bem formada.

(¢) Se t; e t; sao termos individuais e P um predicado de duas valéncias bem
formado, entao P(ty, t;) ¢ uma expressio bem formada.

(d) Se ti, t,...t, sa0 termos individuais ¢ P um predicado de valéncia n, entdo
P(t;, t,...t,) ¢ uma expressao bem formada.

(e) Se x ¢ uma variavel individual e a uma expressaio bem formada em que x
ocorre como variavel livre, entdo Vx |a é uma expressio bem formada.

(f) Se x é uma variavel individual e a uma expressio bem formada em que x

ocorre como variavel livre, entdo Ix |a ¢ uma expressio bem formada.
(g) se a e b sdo expressoes bem formadas, entaio -a, a Ab, avb, a—>b, a

=b sdo expressdes bem formadas.

(h) Uma expressao bem formada que nio contém variaveis livres é uma propo-
sicao.

(i) S6 expressoes conforme essas regras saio bem formadas.

4. Semantica

A interpretagdo de uma lingua relaciona a lingua com um mundo possivel, estabelecendo as
extensoes da lingua, isto ¢, os objetos do mundo que sao designados por expressoes da lin-
gua; diz-se que ela modela uma proposi¢ao em um mundo possivel. Eis as regras:

(a) as constantes individuais de uma lingua sao nomes de objetos do mundo
possivel nessa lingua.

(b) os predicados de uma valéncia sao interpretados como conjuntos de indivi-
duos do mundo possivel a que o predicado se aplica.

(c) os predicados de duas valéncias sdao interpretados como conjunto de pares
ordenados de individuos do mundo possivel a que o predicado se aplica..

(d) os predicados de trés valéncias sao interpretados como triplos ordenados de
individuos do mundo possivel a que o predicado se aplica.

(e) os predicados de n valéncias sao interpretados como n-tuplos ordenados de
individuos do mundo possivel a que o predicado se aplica.



(f) uma proposi¢ao na forma P (t) é verdadeira em uma interpretacio arbitraria
I no mundo possivel M se e somente se o objeto designado pelo termo
individual nesse mundo possivel estiver entre os objetos designados pelo
predicado.

(g) uma proposi¢ao na forma P (t;,t,) é verdadeira em uma interpretagao arbi-
traria [ no mundo possivel M se e somente se o par ordenado de objetos
designados pelo termo individual no mundo possivel estiver entre os ob-
jetos designados pelo predicado.

(h) uma proposicao na forma Vx |P (x) ¢ verdadeira em uma interpretacao ar-
bitraria I no mundo possivel M se e somente se todos os objetos de M
sao designados pelo predicado.

(i) uma proposi¢ao na forma Jx |P (x) é verdadeira em uma interpretagao arbi-

traria I no mundo possivel M se e somente se a0 menos um objeto de M é
designado pelo predicado.

5. Formalizacio semantica

Tomemos o conjunto D, de todos os individuos que ocorrem em todos os mundos possi-
veis. Com esses individuos podemos construir um numero infinito de seqiiéncias S, enume-
rando os individuos de D em pares, triplos, n-tuplos, podendo o mesmo individuo figurar
mais de uma vez em cada enumeragio.

Fungoes designam:

(a) o conjunto de individuos incluidos em cada interpretacao, de modo que a
interpretacao I, reporta-se a D, individuos, em que D, é um subconjunto de
D, D.c D;

(b) um individuo para cada constante individual em cada interpretagao;

(c) uma extensao para cada constante predicado em cada interpretagao;

(d) um conjunto infinito de sequéncias para cada interpretacao. As seqiiéncias
sao associadas as valéncias das fungdes proposicionais (verbos intransitivos,
transitivos, bitransitivos).

Temos, portanto, variaveis individuais xi, X, ....(x;)... xn1, ordenadas em posi¢des si, S, ...
(s)) ...s» de uma sequiéncia arbitraria S. Podemos, entao, dizer que uma proposicao P(x;) é
verdadeira se o individuo x;, na posi¢ao s;, satisfaz a condicao ®. Em suma, A(xi, x,), em
que A= "admira" é verdadeiro se o individuo na posicao s; admira o individuo na posicao
So.

6. Propriedades formais das relagcdes

Pares sao seqiiéncias ordenadas que guardam entre si relagdes, obedecendo aos seguintes
parametros:

a. Reflexividade

Sendo uma relagao R, se qualquer individuo esta em relagao R consigo mesmo a relagao é
dita reflexiva; se nao, irreflexiva.

Vx |R(x, x) - reflexiva




-Vx |R(x, x) - irreflexiva
Exemplo de relagao reflexiva: "idéntico"
Exemplo de relagao irreflexiva: "mais alto que"

b. Simetria

Sendo uma relagao R entre x e y, se ela ocorre de x para y e também de y para x, é dita s/-
métrica; Se NAO OCOTre NUNCA, assimétrica.

VxVy | R(x,y) = R(y, x) - simétrica
VxVy | R(x,y) = -R(y, x) - assimétrica

Exemplo de relacao simétrica: "tao grande quanto”
Exemplo de relagao assimétrica: "pai de"

¢. Transitividade

Sendo uma relagdo R entre x e y e entre y e z, se ela ocorre entre x e z ¢ dita transitiva: se
nao, intransitiva.

VxVyVz |[Rx,y) AR(y, 2)] & R(x, z) - transitiva
VxVyVz |[R(x, y) A R(y, 2)] = -R(x, z) - intransitiva

Exemplo de relagao transitiva: "a esquerda de"
Exemplo de relagdo intransitiva: "admira"

d. Reversao

Sendo uma relagao R entre x e y e outra S entre y e x, uma sera reversa da outra se a ocor-
réncia da primeira implica a ocorréncia da segunda. A relagao reversa de S pode ser grafada

VxVy| R(x, y) = S(y, ¥)

Exemplos de relacdo reversa: "dar - receber"
Exemplo de relagao nio-reversa: "mais alto - mais gordo"

e. Quando ao dominio

Quanto ao dominio, as relacdes podem ser:

Unmr-vdrios: "pai de" (a cada elemento do dominio corresponde mais de um elemento do co-
dominio e a cada elemento do co-dominio corresponde nao mais de um elemento do do-
minio);

Vrios-unr: "empregados full time" (a cada elemento do dominio corresponde nao mais de
um elemento no co-dominio e a cada elemento no co-dominio corresponde mais de um
elemento no dominio);

Umr-um (univoca): a relagao entre uma pessoa e seu CPF (a cada elemento no dominio cor-
responde um elemento no co-dominio e a cada elemento no co-dominio corresponde um
elemento no dominio);



Vrios-varios: leitores e livros de uma biblioteca (a cada elemento do dominio correspondem
varios elementos do co-dominio e a cada elemento do co-dominio correspondem varios
elementos do dominio).

Exercicio:
Classifique as relagoes:

a) "ganhar tanto quanto"

b) "ganhar tanto ou mais que"
c) "ser avo de"

d) "apaixonar-se por"

e) "ser irmao de"



